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Over het bestaan van goed gelijk-

verdeelde rijen in compacte ruimten

P.C. Baayen

1. Gelijkverdeling in compacte ruimten

In 1916 introduceerde H. WEYL [11] het begrip "gelijkverdeling
modulo 1", Een rij reéle getallen (xn)zz,e heet gelijkverdeeld modulo
1 als de resten modulo 1 van deze getallen, d.w.z. de getallen
(1 {xn} =x - [xn]

Z0 gelijk@atig verdeeld komen te liggen over het eenheidsinterval
1= [0,1] dat ieder deelinterval A = [agbl van I op den duur zijn
evenredig deel ontvangt:
1 N

(2) lim = ¥ Xy ({x }) = lengte A = b-a.

N0 n=1
(Met Xy is hier aangeduid de karakteristieke functie van de verzame-
ling A).

In het aangehaalde artikel bewees H. WEYL o.a. het volgende

criterium:

Stelling 1. Dan en slechts dan is de rij (xn):=1 gelijkverdeeld modu~-
lo 1 indien
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(3) lim nz [ £lt)at

>0

1 0
voor iedere op I continue re&elwaardige functie f.

Dit criterium leent zich bijzonder goed voor het generaliseren
van het begrip gelijkverdeling tot algemenere situaties. Zo defini-
eerde B, ECKMANN [3] dit begrip voor rijen in compacte groepen; ver—

volgens breidde E. HLAWKA [7] het uit tot rijen in willekeurige com-

pacte Hausdorff-ruimten, voorzien van een genormeerde Borel-maat:

Definitie 1 : Zij X een compacte Hausdorff-ruimte en u een genormeer.

de Borel-maat in X. Een ri] (xn)oo

n=1 in X heet yp-gelijkverdeeld in X

indien

N
(4) lim = )  f(x ) = J fdu
N0 N n=1 n X

voor iedere continue reeélwaardige functie f of X.

Ingeval X een compacte groep is en yde Haar-maat in X zijn de
u-gelijkverdeelde rijen in X juist de rijen die gelijkverdeeld zijn
in de zin van B. ECKMANN [3]9 Neemt men i h.b. voor X de additieve
groep der reéle getallen modulo 1 (te identificeren met het interval
[0,1)), dan is de Haar-maat py op X Jjuist de Lebesgue-maat op [Q,1Q,
zodat we het gelijkverdelingsbegrip van H. WEYL terug vinden.

Men kan overigens met definitie 1 aequivalente definities geven
die aansluiten bij ie oorspronkelijke definitie van H. WEYL; zie
G. HELMBERG und J. CIGLER [k].

E. HLAWKA [7] bewees dat er - althans in separabele ruimten -

altijd vele gelijkverdeelde rijen bestaan,

Stelling 2. Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte, en ziju
een genormeerde Borel-maat in X. Bijna iedere rij in X is u -gelijk-

verdeeld.



2. Goed gelijkverdeelde rijen

Indien een rij (xn):=1 py=-gelijkverdeeld is in een compacte Haus-
dorff.ruimte X, dan is ook de rij (xk+n):=1 (k een vast natuurlijk

getal) u=-gelijkverdeeld, immers

, U , N 2k
(5) Iﬁ— _); flx ) -5 ; flx, ) =T ° [lg]]
n=1 n=1
(waar ||f]|| = max |f(x)]), en dus, voor continue f:
xeX
L L
(6) lim = f(x, ) = 1lim = f(x_ ) = J fdu.
N->eo N n=1 ken N> N n=1 n X

N
I.h.a. zal echter de snelheid, waarmee het gemiddelde — ) f(xk )
N =1 +n

de integraal J fdu benadert voor N+« , essentieel afhangen van k.
. X
Definitie 2, Zij X een compacte Hausdorffruimte, y een genormeerde

Borel-maat op X. Een rij (xn):=1 heet goed p-gelijkverdeeld in X

indien voor iedere continue re&elwaardige functie f op X

N .
(7) ~§ ) f(xk+n) + I fdu voor N-+w
n=1 X

uniform in k.

Mo&a.Wo (xn);_1 is goed u=-gelijkverdeeld indien er voor iedere
€>0 en iedere continue f op X een N0=No(€,f) bestaat, zodanig, dat

(8)

: .

=

£( ) - J fdu
1 k+n Jx

voor alle N > NO en voor ieder natuurlijk getal k. Ingeval X een
compacte groep is, en u de Haar-maat op X, gebruiken we de uitdruk-
king "goed gelijkverdeelde rij" in plaats van 'goed u-gelijkverdeel=-

de rij",

Het begrip "goed gelijkverdeelde rij" is ingevoerd door E.
HLAWKA [6] onder de naam "gleichmissig gleichverteilte Folge"; on-
afhankelijk van hem werd het voor het geval der reéle getallen
modulo 1 geintroduceerd door G.M. PETERSEN [9] onder de benaming



"well distributed sequence"

Voorbeelden van goed gelijkverdeelde rijen, in het klassieke
geval van de reéle getallen modulo 1, zijn de rijen (ne):=1, G
irrationaal. Andere voorbeelden en een studie van de eigenschappen
dezer rijen vindt men in E. HLAWKA [6], F.R. KEOGH, BLAWTON and
G.M. PETERSEN [8], A.F. DOWIDAR and G.M. PETERSEN [2] en
G.M. PETERSEN and M.T. McGREGOR [10].

Goed gelijkverdeelde rijen zijn speciale gelijkverdeelde rijene
Men kan zich afvragen hoe speciaal ze zijn. Het blijkt dat de eis
van goede gelijkverdeling veel zwaarder is dan de voorwaarde voor
gewone gelijkverdeling: waar bijna iedere rij in een separabele
compacte Hausdorff-ruimte met Borel-maat u u-gelijkverdeeld is
(stelling 2), is bijna geen rij in zo'n ruimte goed p-gelijk-

verdeeld (tenzij u geconcentreerd is in &&n punt):

Stelling 3. (G. HELMBERG and A.B. PAALMAN-DE MIRANDA [5]). Zij X
een separabele compacte Hausdorff-ruimte, en zij u een genormeerde
Borel-maat in X die niet in €&n punt geconcentreerd is. Dan is

bijna iedere riJ in X niet goed u=-gelijkverdeeld.

Dit resultaat doet de vraag rijzen of er dan wel altijd goed
u-gelijkverdeelde rijen bestaan, voor iedere compacte Hausdorff-
ruimte X en voor iedere genormeerde Borel-maat in X. Voor separa~
bele ruimten is deze vraag bevestigend te beantwoorden (P.C. BAAYEN
and Z. HEDRLIN [1])+ In het verdere van deze voordracht zullen we

een bewijs van dit feit schetsen,

3. Het niet-atomaire geval

Iedere separabele compacte Hausdorff-ruimte is metriseerbaar.
Zonder verlies van algemeenheid mogen we daarom in het volgende
aennemen dat in X een metriek p is gegeven die aansluit bij de
topologie van X, De diameter van een deelverzameling A van X,
gemeten met p, noemen we d(A). De rand van A geven we aan met

b(A), het inwendige met A%,



Definitie 3. Zij € > 0. Een (X, u, €)-quasi-overdekking van X is een
eindig stelsel €= {C'1s 02, coosy Cn}fvan deelverzamelingen van X met de

volgende eigenschappen:

(Q1) iedere C, is compact; d(Ci) < e (1 <1<n);
(Q2) uC; > 0 en ub(Ci) =0 (1 <1 <n);
(Q3) CO n Cg = @ voor 1 # ] (1 21, <n);

(Qk) u(X\Ue)

1}

0.

Het is niet moeilijk aan te tonen dat een dergelijke quasi-overdek-

king altijd bestaat.

Lemma 1. Zij X een compacte metrische ruimte, u een Borel-maat op X.

Voor iedere e > O bestaat er een (X, u, €)-quasi-overdekking.

Stel nu dat u niet-atomair is, d.w.z. p({x}) = 0 voor iedere xeX.
Dan verloopt het bewijs van het bestaan in X van een goed u-gelijkver-
deelde rij als volgt.

We beginnen met een (X, u, 3)-quasi-overdekking
1 1 1
(c( ) c( ), soos o! )l
ten deellnterval o(C ( )) van I, op zodanige wijze dat

(1) twee intervallen ¢(C§1)), Q(C§1)), i # j, hebben slechts eind-

(1)

van X, en voegen aan iedere Ci toe een geslo-

punten gemeen;

(2) de lengte van (C ( ))

is steeds gelijk aan u(C( ))

(1) (1)

Vervolgens nemen we voor elk der C een (Ci

s U, §)=-quasi-over-
dekking (ng) (2) 0(2)

. 2)
i1 Ci2 s eoos Co 7 J s €n voegen aan ledere Cik toe een

deelinterval @(C(i) (*)
lende C(2) de bijbehorende 1ntervallen slechts eindpunten gemeen hebben,
terwijl de lengte van ¢(C( 2) (2)

ik
(en bij de n® stap werkend met (c

) van ¢(C ), weer op zodanige wijze dat voor verschil-

) gelijk is aan 1C.
(n-1)

« Zo voortschrijdende
s Us ;—)-quas1-overdekk1ngen)
verkrijgen we een functie ¢ die aan bepaaldg deelverzamelingen van X
toevoegt deelintervallen van I,

(n)

Daar y niet-atomair is nadert uC'.’ tot nul voor n + « (immers

ac(™)
Zij nu X1 de verzameling van al die punten van X die voor iedere n

(n) behoren. Uit (Q2) en (Ql4) volgt:

< 13)9 zodat ook de lengte van @(C(n)) tot nul nadert voor n » e,

tot het inwendige van &&n der C



uX1 = 1, Uit (Q3) volgt voorts dat er voor iedere xeX, en iedere n

precies &én C(n) = C(n)(x) is met xe,(C(n))o° Zij
(9) £x) = () oc™x)).

Dan kan men aantonen dat de functie f, gedefinieerd op X, deze verza-
meling afbeeldt op een overal dichte deelverzameling I1 van I,

Nu weten we reeds dat er modulo 1 goed gelijkverdeelde getallen-
rijen bestaan (cf. §2); omdat I1 overal dicht is volgt dat er zelfs
een goed gelijkverdeelde rij (y'n)n=1 is in I waarvan alle elementen
tot I, behoren (zie e.g. [6] of [8], of [12], pag. 31). Zij nu, voor
iedere n, x €X,cX zodat f(xn) =y, dan blijkt de rij (x:n)n=1 in X
goed u-gelijkverdeeld te zijn. (Voor de details van het bewijs verwij-

zen we naar [1]), Dus:

Lemma 2, Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte en W een
niet-atomaire genormeerde Borel-maat in X. Er bestaan in X goed H~-gelijk=-

verdeelde rijen.

L, Het algemene geval

We bewijzen nu het aangekondigde resultaat (zonder beperkingen

voor de maat):

Stelling 4, Zij X een separabele compacte Hausdorff-ruimte, u een
genormeerde Borel-maat in X. Er bestaat in X een goed M-gelijkver=-
deelde rij. '
Bewijs

Zij X,
aftelbaar. Als X

= {xeX : u({x}) > 0}; de verzameling X, is eindig of

0

0= @ volgt het gestelde uit Jlemma 2; we stellen dus

Xo'# f#. Verder nemen we aan dat uXO # 1 en dat X, niet eindig is (als

0
aan een van deze voorwaarden niet is voldaan kunnen we in hoofdzaak

hetzelfde bewijs gebruiken; het bewijs wordt alleen maar eenvoudiger),

zij a_ =1 - uX

} een aftelling van X 0 0*

Zij {ZT’ Z2, Z3, ooo 0 H

en zij a = u({xn}) (D=1, 25 coo)o
We definieren op X éen nieuwe genormeerde Borel-maat v als volgt:

als B een willekeurige Borel-verzameling is in X, dan zij



u(B\XO)

(10) VB = m X\Xo .

(-]

Volgens lemma 2 is er in X een goed V-gelijkverdeelde rij (x )
Zij I

n=1
[O a ] en, voor n > 1,
0~ 0

n-1 n
(11) [ 2 o, izo ai}.

Zij (yn)n=1 een goed gelijkverdeelde rij in I waarvan geen enkel

element een eindpunt is van een der intervallen In’ en zij (yn.):=1
de deelrij bestaande uit alle Y, QIO; .

We definieren in X een rij (un)n=1 op de navolgende wijze. Als
n = n., voor zekere i, dan nemen we U= X als n niet als index voorkomt
bij de deelri] (y Z 13 zodat Yh€ I voor een k > 0, dan nemen we
w o=z, We zullenlaantonen dat de rlg (u ) n=q 80ed U-gelijkverdeeld is in X.

Zij € > 0, en ziJ ¢ een continue reéelwaardige functie op X. Daar

Z @ = 1 is er een g zodanig dat

n=0

(12) I o <g. (+]lelD)”
-n>n,

Zij,voor willekeurige niet-negatieve gehele getallen n, k, N,

N
(13) i (kM) = ] SRICARRE

m=1

(14) i (k,N)

(k,N) = (y K e
2 J 2 ngn . ,

n>n
0

Daar (yn)n:1 goed gelijkverdeeld is in I bestaat er een N, = N1(€,¢)

zodanig dat voor alle N > N1

(15) L5 —a | <e. (1 bng . oD

(n 0, 1, ecey no),



(16) l%.] (k,0) - [ a
n>no

<z Gellelh,

n

uniform in k. Uit (16) en (12) volgt dat voor N > N,

<-ﬁ o+l

() | §3 am

.

Uit (15) volgt het bestaan van een constante K zodanig dat

(18)

3 (k,N)
I i DA I K

N

voor alle n > n_, alle k en alle N.

0
Daar (ji)n=1 goed v-gelijkverdeeld is in X bestaat er een

N, = -2(€,¢) zodanig dat voor N > N,

N

(19) | % 21 6 () - JX $av !
m:

<F.K,

uniform in k. Zij N, > max (N1,N2) zo groot gekozen dat jo(k,N) >N

0] 2

voor alle N > N en alle k. Dan geldt - indien we sommen over s opeen-

0
volgende waarden van de parameter i kort aangeven door het

symbool zi -
S
N j(k,N) .
1 Z 0 1 1
= $(u, . ) - J pau | < .= ) o(x.) -
n
0 j_(k,N) ;
- J ¢au | + J l = 5 ¢(zn) - J ¢du | + J—%& ¢!
X\Xo' n=1 {zn
Jn(k,N) .
0 1 1
+ | ) J édu | < . ' TTETT ) o(x,) = f $dv
n>n, {z } N Jo KN jo(k,N) . X
n
n
3o (k,N) J 0 J (k,N)
+ - o ¢dv | + 2 -a ° ||¢‘l +
N 0 X n=1 N n




+

A0 | el + | I

n’n
0

%jenw|:§+§+§+§+g=g

voor alle N > NO = No(ssda)9 uniform in k. Hiermee is het bewijs voltooid.
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